SCHEDA ATTIVITÀ E SPUNTI DI DISCUSSIONE SUL MODULO
Giuliani Valter
La statistica di Maxwell-Boltzmann:
1. Quali difficoltà incontrò alla fine dell’ottocento la teoria cinetica dei gas?

    La teoria cinetica ha fornito un primo mezzo per spiegare le proprietà dei gas, a partire dall’ipotesi molecolare. Tuttavia, l’applicazione di tale teoria porta ad alcune conseguenze che, inizialmente, quando ancora non si era compreso il carattere statistico di certe leggi naturali, sembrarono costituire un’obiezione a tale teoria, ma che successivamente hanno invece permesso di gettare una luce nuova sul significato delle leggi stesse. Tali conseguenze riguardano i fenomeni irreversibili, come l’espansione di un gas che tende ad occupare spontaneamente il più grande volume possibile, l’equilibrarsi della temperatura nei corpi messi a contatto, la miscibilità dei liquidi e dei gas. Rimaneva sostanzialmente insoluto il problema di come, sulla scorta di modelli che assumono le equazioni della meccanica simmetriche rispetto al tempo, sia possibile giustificare l’irreversibilità connessa con il secondo principio della termodinamica. Inoltre, la teoria cinetica non permette di  determinare la distribuzione delle velocità delle particelle in condizioni di equilibrio, né dimostra, sulla base delle leggi della meccanica classica, la stabilità di tale distribuzione.
2. Provare a spiegare l’espressione “irreversibilità termodinamica”.

    In un libro di testo che ho adottato per alcuni anni, in merito al concetto di processo irreversibile e reversibile si legge:

“ Il principi della meccanica classica sono reversibili, infatti possono descrivere l’evoluzione di un sistema tanto da uno stato iniziale A ad uno stato finale B, quanto lo sviluppo inverso da B ad A. Le leggi della termodinamica al contrario sono tipicamente irreversibili ad esempio: se A è lo stato originario di un insieme di corpi, ognuno dei quali possiede una certa temperatura, è possibile ricavare la condizione finale B contraddistinta dall’equilibrio termico, viceversa nota la temperatura di equilibrio non si è in grado di risalire alla quantità termometrica iniziale; per un dato sistema vi sono infatti infiniti valori delle temperature iniziali che possono condurre ad una specifica temperatura di equilibrio. Come è possibile allora che un sistema termodinamico costituito da particelle venga descritto da una legge irreversibile, se il moto di ogni singola molecola obbedisce a principi reversibili? ”
    In effetti questa conclusione appare paradossale; le leggi della meccanica che governano il movimento delle particelle a livello microscopico non fanno prevedere alcun senso preferenziale in un movimento, ossia qualunque atto di moto è perfettamente compatibile con quelle leggi anche quando viene eseguito in senso opposto. Basti pensare  un urto elastico tra due molecole che può essere riprodotto alla rovescia mantenendo invariato la conservazione della quantità di moto, che è diretta conseguenza dell’equazione di Newton 
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la quale è simmetrica rispetto al tempo, cioè un’inversione rispetto al tempo la lascia immutata. Infatti per una generica funzione f:
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    Si può pertanto generalizzare affermando  che, quando nelle equazioni fisiche dipendenti dal tempo  questa variabile compare esclusivamente elevata al quadrato oppure come derivata seconda, l’inversione della direzione del tempo lascia immutata l’equazione. Questo vorrebbe dire che se il tempo cambiasse direzione, stando a queste leggi, tutto si verificherebbe esattamente come prima.
    Effettivamente la gran parte delle leggi della fisica classica hanno una struttura di tale tipo. Basti pensare, oltre alla già ricordata seconda legge della dinamica, alle equazioni di Maxwell, se le mettiamo nella forma che utilizza i potenziali scalari e vettori:
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oppure all’equazione della corda vibrante illimitata disposta lungo l’asse x:    
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    Le altre leggi della meccanica anche se non sono simmetriche rispetto al tempo, come nel caso di alcune leggi orarie della cinematica, ciò non di meno descrivono fenomeni perfettamente compatibili con l’esperienza.
    Invece le leggi che descrivono tipici fenomeni irreversibili, come la conduzione del calore o la diffusione dei liquidi e dei gas, per inversione della direzione del tempo, vengono a descrivere fenomeni che empiricamente non si verificano mai. Ad esempio, nell’equazione della conduzione del calore attraverso una superficie A perpendicolare di una sbarra rettangolare
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dove Q è il calore, x è la direzione in cui fluisce compare un’eliminabile derivata prima rispetto al tempo, che indica un fenomeno che non è simmetrico rispetto all’inversione della direzione del tempo. Se infatti sostituiamo  Q(x,t) con Q(x,-t) l’equazione affinché sia soddisfatta deve diventare 
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cioè il calore invece di andare dalla zona dove la temperatura è più alta a quella dove è più bassa, seguirebbe il percorso inverso, il che non si verifica mai.

    Un altro esempio è il secondo principio della termodinamica, che nella forma dovuta a Clausius si fonda sulla seguente disuguaglianza: 
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 dove S è l’entropia. Quest’ultima equazione esprime il fatto che l’entropia di un sistema isolato può solo conservarsi o aumentare. Se operiamo la solita sostituzione otterremmo:  
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 cioè l’entropia del sistema, invece che aumentare, diminuirebbe, il che, come nel caso precedente, empiricamente non si verifica mai.
       E’ proprio con la formulazione appena vista del secondo principio che si stabilisce il criterio più efficace per distinguere i processi reversibili da quelli irreversibili: sono irreversibili quelli nel corso dei quali l’entropia dell’universo aumenta, mentre reversibili sono quelli durante i quali essa rimane costante.
    Un classico processo irreversibile, come ricordato nel punto (1), è l’espansione libera. Supponiamo che un recipiente pieno di gas sia separato con un setto da un recipiente vuoto delle medesime dimensioni. Se si pratica un forellino nel setto il gas sfugge, cioè si espande liberamente, distribuendosi equamente fra i due recipienti. Dato che la diffusione delle molecole è dovuta più al caso che alla loro repulsione reciproca, esiste una possibilità che tutte le molecole ritornino spontaneamente nel recipiente dal quale sono venute. Ma la probabilità che ciò accada con N molecole equivale alla probabilità di ottenere tutte “teste” nel lancio di N monete:1/2N. 
Infatti se considero una sola molecola, definendo la probabilità di un evento come il rapporto tra il numero dei casi in cui esso si verifica (casi favorevoli) e il numero totale dei casi, supposti egualmente realizzabili, la probabilità che la molecola si trovi nel recipiente inizialmente occupato dal gas V1, e se il volume finale di cui può disporre è V2 vale:
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Per il principio delle  probabilità composte, la probabilità che le N molecole hanno di ritornare allo stato iniziale è:
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    Quindi, per ogni numero di molecole piuttosto grande, l’espansione libera risulta effettivamente un processo irreversibile, ossia un processo la cui reversibilità, per quanto possibile, è talmente improbabile da consentire di affermare con certezza che non verrà mai osservata.
    Lo stato disordinato, quello nel quale il gas è diffuso in entrambi i recipienti invece di rimanere raccolto in uno solo di essi, è più probabile dello stato ordinato. Ciò significa che le configurazioni in cui le molecole occupano entrambi i recipienti sono più numerose di quelle in cui ne occupano uno solo, esattamente come, quando si lanciano 100 monete, vi sono più modi di ottenere 50 volte testa e 50 volte croce di quanti non vene siano di ottenere 100 volte testa e mai croce. Affermando che l’entropia dell’universo tende ad aumentare, il secondo principio si limita a dire che, con il trascorrere del tempo, l’universo tende a disporsi nello stato più probabile.
3. Come è definita la probabilità di uno stato macroscopico?
    Se N molecole si ripartiscono in k gruppi, aventi rispettivamente n1, n2…nk molecole distinguibili in ciascuno di essi, il numero delle distribuzioni molecolari corrispondenti a tale ripartizione è dato da:
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W è detta la probabilità di un macrostato (termodinamico) della ripartizione considerata. Vediamo che la definizione di W, chiamata anche molteplicità del macrostato, è diversa da quella della probabilità ordinarie P poiché quest’ultima è un rapporto variabile tra 0 e 1; W è il numero di stati microscopici che dànno degli stati macroscopici non distinguibili e che quindi devono considerarsi uno solo. Non è difficile convincersi che le probabilità ordinarie P di due stati stanno tra di loro come le loro probabilità termodinamiche:

[image: image13.wmf]11

22

(4)

PW

PW

=


4. Come è definita in termini statistici l’entropia di un sistema macroscopico?

    L’esempio dell’espansione di un gas proposto nel punto 2 mostra che durante un processo spontaneo un sistema complesso evolve dal macrostato iniziale al macrostato finale più probabile, questo grado di probabilità è determinato dal numero di microstati strutturanti l’immagine macroscopica; quindi maggiore è il numero di configurazioni microscopiche, ossia maggiore è la quantità di interazioni (urti) successive tra le molecole del microstato, maggiore sarà al probabilità del macrostato corrispondente. Qualsiasi altro stato macroscopico è possibile, ma la probabilità che si realizzi è tanto minore quanto più piccolo è il numero dei suoi complessi microscopici. I microstati con minor probabilità, pur non essendo considerati impossibili, sono altamente improbabili; in conformità a quanto detto si comprende facilmente che nei processi spontanei la bassa probabilità delle condizioni iniziali è causa dell’irreversibilità dell’eventi.

     Sempre nel punto 2. si è ricordato che la distinzione tra processi reversibili e irreversibili fu introdotta in termodinamica dal concetto di entropia, associato nel 1865 da Clausius al secondo principio della termodinamica. Ricordiamo la sua enunciazione: << L’entropia dell’universo cresce verso un massimo >> durante ogni fenomeno irreversibile l’entropia del sistema aumenta inesorabilmente. 
    Da queste considerazioni Boltzmann poteva concludere che l’entropia di un certo macrostato era tanto più alta quanto più grande sarebbe stato il numero dei suoi microstati. Per trovare la relazione tra l’entropia e la probabilità dello stato macroscopico consideriamo ancora una volta l’esempio dell’espansione di un gas.

Modifichiamo la scrittura della formula (2) introducendo la probabilità P2, che le N molecole siano contenute nel volume totale V2; siccome; siccome questa è una certezza, P2=1. Si può dunque scrivere:
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L’aumento di entropia durante l’espansione, per una mole di gas perfetto è:
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Si può allora scrivere:
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In virtù della (4), la formula precedente si mette più frequentemente nella forma:
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La (6) permette di ottenere il valore assoluto dell’entropia di un sistema. Infatti l’entropia è sempre definita a meno di una costante, ma il terzo principio della termodinamica postula che essa tende a zero al tendere a zero della temperatura del sistema. Pertanto si può  porre   
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Questa formula scoperta da Boltzmann permette di dare all’entropia il corretto significato poiché aumentando il numero di microstati si verifica un incremento di S ed una conseguente diminuzione della possibile conoscenza sul reale stati microscopico in cui si sarebbe trovato il sistema in un certo istante. Ad un aumento di entropia corrisponderebbe dunque anche una diminuzione d’informazione sulla configurazione strutturale del processo.
5. Perché in meccanica statistica si introduce il postulato di uguale probabilità a priori? Riguarda gli stati macroscopici o quelli microscopici? In altre parole, gli stati macroscopici hanno tutti la stessa probabilità?
    Per macrostato (stato macroscopico) di un sistema si intende un insieme di microstati, ossia di configurazioni accessibili al sistema, e tutte egualmente probabili a priori per quanto riguarda la loro occupazione. Un macrostato, con molteplicità W è un insieme di W microstati egualmente probabili. Maggiore è W per un dato macrostato, maggiore è la probabilità che, spontaneamente, il sistema lo occupi. Pertanto il postulato di uguale probabilità a priori riguarda gli stati microscopici e la probabilità di uno stato macroscopico dipende da W.
Ad esempio lanciando due dadi, nei possibili esiti dei lanci, la somma 7 è più probabile di altre perché 6 combinazioni egualmente probabili a priori (microstati) danno 7 (il macrostato): 1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1

E’ proprio perché consideriamo tutti i microstati ugualmente probabili che possiamo esprimere la grandezza W mediante la relazione (3), che esprime il numero di microstati corrispondenti ad uno stato microscopico.
6. Spiegare il senso della denominazione meccanica statistica. In cosa si distingue dall’originaria teoria cinetica?
    La MS nasce con Boltzmann quando egli introdusse un modello della realtà in cui la probabilità gioca un ruolo decisivo. Una delle basi della MS è la relazione 
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il cui andamento è indicato nella figura seguente:
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	Rappresentazione grafica dell’entropia espressa in funzione dei microstati W. La curva illustra come l’entropia dei sistemi aumenti con l’incremento dei microstati fino al raggiungimento dell’equilibrio fino a rimanere costante. La meccanica statistica spiega, pertanto, l’evoluzione irreversibile dei sistemi versi lo stato di equilibrio come tendenza ad occupare il microstato più probabile.



Boltzmann, esaminava i meccanismi di passaggio dal non equilibrio all’equilibrio considerando l’energia e l’entropia variabili estensive, ossia quantità il cui fattore di variazione dipendeva fortemente dallo scorrere del tempo. Maxwell al contrario aveva formulato l’equazione di distribuzione mediante considerazioni termostatiche che si limitavano alla tesi secondo la quale l’energia e l’entropia  erano solamente funzioni di stato. Per Boltzmann la distribuzione di Maxwell è quella più probabile all’equilibrio. Tuttavia la formulazione più soddisfacente della MS è stata data all’inizio del Novecento da Gibbs il quale astenendosi da ogni ipotesi sulla costituzione microscopica della materia e non volendo descrivere l’evoluzione temporale del complesso particellare introdusse il suo concetto centrale di funzione di distribuzione in cui i sistemi oggetto di studio della termodinamica statistica possono allora venire descritti a diversi livelli di aggregazione e in presenza di accoppiamenti differenti con il mondo esterno. In molti casi, allora, non è più possibile esprimere l’entropia per mezzo della formula di Boltzmann precedentemente ricordata, perché gli stati elementari (corrispondenti al particolare livello osservativo prescelto) non possono più essere considerati equiprobabili.

    Per concludere, come già evidenziato (vedi test ingresso), oltre al vantaggio di una grandissima generalità, i principi della meccanica statistica hanno il pregio di poter essere usati anche quando non si conosce assolutamente nulla intorno alla composizione atomica dei sistemi in esame. Questo è importante da un punto di vista didattico poiché spesso il ricorrere a tutti i costi a modelli per la rappresentazione del mondo microscopico (pensiamo al modello atomico di Bohr) può far nascere nello studente immagini mentali fuorvianti difficili da sradicare.
7. Discutere la natura e la soluzione del paradosso di Gibbs.

    Supponiamo di avere n mole ciascuno di due gas uguali, alla stessa temperatura e pressione, che occupano ciascuno un volume V, separati dal solito setto. Apriamo il setto fra i due. Consideriamo la variazione di entropia (S=(S1+(S2, applicata a ciascun gas, secondo la formula (5):
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Applicando invece l’espressione 
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otteniamo che l’entropia dello stato iniziale é: 
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mentre quello dello stato finale, essendo l’entropia una proprietà estensiva è 
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Quindi si ottengono due risultati diversi; è tale incongruenza va sotto il nome di paradosso di Gibbs. Le ragioni profonde di tale paradosso sono legate all’indistinguibilità delle particelle. Infatti le considerazioni che portano alla (7) sono valide soltanto se le particelle sono distinguibili. In tal caso essendo l’entropia una misura del disordine essa effettivamente aumenta come risulta evidente pensando alle molecole come palline di un certo colore a sinistra e a destra di un altro colore. Invece il ragionamento che ha condotto alla (8) non è corretto perché nello stato finale non abbiamo un sistema di 2N particelle in un volume 2V perché le particelle non sono tutte dello stesso tipo. Accade esattamente l’opposto nel caso in cui si considerano le particelle indistinguibili. Il secondo ragionamento è corretto poiché l’entropia non essendo aumentato W non cresce mentre il primo ragionamento non è applicabile in quanto implica che sommiamo le entropie dei due sottosistemi trattandoli come se fossero distinguibili.
8. Il volume delle celle elementari dello spazio delle fasi è fissato in meccanica classica? Ha una relazione con la costante arbitraria dell’entropia?

    Nel caso di un  gas un definito macrostato corrisponde a un numero molto elevato di microstati W ciascuno caratterizzato dai valori delle posizioni e delle velocità di tutte le N particelle che costituiscono il gas. Ogni possibile stato della particella corrisponde a un punto nello spazio delle fasi. Se una particella è libera di muoversi in tre dimensioni occorrono sei numeri per specificare il suo stato, dato che sia la posizione sia la velocità hanno componenti su tre assi. Lo spazio delle fasi corrispondente deve perciò avere sei dimensioni. A questo punto ho due possibili modi di rappresentare il gas composto da N particelle. Il primo, più semplicistico, consiste nell’immaginare che lo spazio delle fasi delle N particelle deve avere un numero di dimensioni uguale a N moltiplicato per sei. Quando il sistema evolve il suo stato dinamico cambia e questo mutamento si riflette nel moto del punto che rappresenta il sistema nello spazio delle fasi. Il percorso del punto, sia nel passato che nel futuro, è completamente determinato dalla sua posizione iniziale e quindi la storia dinamica del sistema può essere prevista in tutti i dettagli. Inoltre, il punto dello spazio delle fasi può seguire la stessa traiettoria in entrambe le direzioni, cosicché i moti delle particelle nello spazio reale sono pienamente reversibili.
Il secondo modo più articolato è quello (vedi Baracca) di suddividere lo spazio delle fasi in K celle di dimensioni finite (V dato da 
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. Assegniamo i numeri medi ni di molecole contenute ad ogni istante in ciascuna cella. E’ evidente che se ((i è l’energia delle molecole nella cella i-esima, l’energia totale delle molecole deve essere l’energia interna:
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In tal modo il numero totale di microstati distinti delle N molecole è pari a 
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Osservando la (6) è evidente che nella costante arbitraria additiva dell’entropia 
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debba comparire sia il numero N di particelle che il volume (V delle celle. Come risulta evidente dalla descrizioni più semplicistica fatta in precedenza e come osservato da Baracca non vi è nessun criterio di fondo che possa fissare la “grana” della descrizione statistica che corrisponde alla trattazione termodinamica del sistema. Ancora dal testo di Baracca “..Nel 1906, Nerst stabilì per via termodinamica il terzo principio che fissa il valore della costante additiva dell’entropia allo zero assoluto; tale conclusione non trova nella meccanica statistica classica una sua interpretazione, mentre nell’ambito quantistico corrisponde all’aver fissato il volume delle celle. Invece in meccanica quantistica tale criterio esiste …” (come ho già precisato nel test di ingresso).
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